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Floor 4D MIXED OBJECTS
Dictionary

	№
	English
	Russian
	Kazakh

	1
	conformed structures
	согласованные структуры
	

	2
	topological groupoid
	топологический группоид
	

	3
	topological group
	топологическая группа
	

	4
	linear topological space
	линейное топологическое

пространство
	

	5
	series
	ряд
	

	6
	adjoint space XE "пространство:сопряженное" 
	сопряженное пространство
	

	7
	Gateaux derivative
	производная Гато
	

	8
	variational problem
	вариационная задача
	

	9
	Newton method
	метод Ньютона
	

	10
	norm
	норма
	

	11
	linear normalized space XE "пространство:линейное нормированное" 
	линейное нормированное
пространство
	

	12
	Banach space
	банахово пространство
	

	13
	weak convergence
	слабая сходимость
	

	14
	scalar product
	скалярное произведение
	

	15
	Hilbert space
	гильбертово пространство
	

	16
	basis
	базис
	

	17
	orthonormal
	ортонормированный
	

	18
	Fourier series
	ряд Фурье
	


Room 4Е.1. TOPOLOGICAL GROUPOIDS
Consider sets with two forms of structure.

Example 4Е.1. Topology and order. Consider linear ordered set 
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. Suppose for any elements x,y from X that satisfy the inequality 
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 there exists an element z such that 
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 Determine the topology ( that contains all sums of open intervals. If a point belongs to an interval, then this interval is its neighborhood. Let x,y be points of X such that 
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. Then there exists intervals U, V such that 
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 and 
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 we have 
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 So, if we have the inequality 
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 for all point u close enough to x and for all point v close enough to y we get 
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 Thus the order property saves for close enough points. In this situation the ordered and topological structures are conformed (see Fig. 4E.1).
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Fig. 4Е.1. Conformation of the topological and ordered structure.

Example 4Е.2. Topology and measure. Consider the space С[0,1] of continuous functions on the interval [0,1]. Let {xk} be the sequence of the continuous functions, see Fig. 4Е.2. It is clear that all these functions have the length  l(xk) = (2. We have the convergence xk ( x( as k((, where x( is equal to zero everywhere. Its length is l(x() = 1. So we have the inequality lim l(xk) ( l(lim xk). Thus the functional, which maps the continuous curve to its length, is not continuous. In this situation the measure and topological structures are not conformed.
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Fig. 4Е.2. The length of the curve is discontinuous functional.

We will analyze sets with algebraic and topologic structure only. Consider a topological space  (Х,() and groupoid (Х,+). 

Definition 4Е.1. Operation + on the set Х is conformed with с topology, if the operator 
[image: image14.wmf]2
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 definite by equality  А(х,у) = х + у  for all х,у(Х, is continuous. Three (Х;(,+) is called the topological groupoid XE "группоид:топологический" , if the  operation is conformed with topology.
Consider topological groupoids (X;,+), (Y;,(), and an operator A:X(Y. This operator is called continuous homomorphism of topological groupoids XE "гомоморфизм:непрерывный" , if it is the continuous operator from topological space (X,) to (Y,) and the homomorphism of groupoids (X,+) and (Y,(). If it is invertible, and its inverse operator is a continuous homomorphism of topological groupoids, then it called isomorphism of topological groupoids XE "изоморфизм:топологических группоидов" , and these objects are isomorphic. Isomorphic topological groupoids are same properties of topological groupoids. 
Room 4Е.2. TOPOLOGICAL GROUPS
Consider a set X with structure of groups and topology (. So we have the associative binary operation +, transformation to the inverse element and the unit 0.

Definition 4Е.2. Set Х is topological group XE "группа:топологическая" , if all algebraic operations are continuous.

Confirmation of the algebraic and topological structures is continuity of the maps
 (х,у) ( х + у,  х ( (-х).

Example 4Е.3. Group of turns XE "группа:вращений" . Consider the set of turns of a circle. Determine the operation of superpositions on the set X of these transformations. We have the group of turns. We determine the topology on the set Х such that two turns are close enough, if the angles of the corresponding turns are close enough. So we get a topological space. Denote by А( the turn of the angle (. Let turns А( and А(  are close enough to turns А( ' and А( '. Then the angles ( and ( to the angles ( ' and ( '. So the sum ( +(  is close enough to the angle ( ' +( '. Therefore the turn А( +(  is close enough to the turn А( ' +( '. Thus the sum of turns is continuous. Besides, inverse turn А -( ' is close enough to the inverse turn А -( . Hence we obtain the topological group of turns of the circle (see Fig. 4Е.3).
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Fig. 4Е.3. Topological group of turns of the circle.
Example 4Е.3. Group of shifts XE "группа:вращений" . The topological group of shifts is determine analogically (see Fig. 4Е.4).
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Fig. 4Е.4. Topological group of the shifts on the plane.

Room 4Е.3. LINEAR TOPOLOGICAL SPACES
Consider a set Х with topology ( and the structure of the linear space.

Definition 4 Е.3. The set  Х  is called the linear topological space XE "пространство:линейное топологическое" , if all its operations are continuous.

The operations of addition of vectors (х,у) ( х + у,  and the multiplication of vectors and scalars х ( (х are continuous for the linear topological space. The sets 
[image: image17.wmf],,,,[0,1]
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 with standard topologies and operations are linear topological spaces.
If  U  is a neighborhood of zero in Х, then the set
x + U  =  { y |  y = x + z,  z(U }

is the neighborhood of the arbitrary point х (see Fig. 4Е.5). So the 
convergence of a sequence {xk} to a limit x of a linear topological space is equivalent to the convergence of the sequence {yk} to zero, where 
уk = xk – х.
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Fig. 4Е.5. Neighborhood of the point of a linear topological space.

The finite sum 
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 can be analyzed by algebraic means only. However the infinite sum that is series requires the topological property too. It is not trivial actually. For example, the series
[image: image20.wmf]1111...
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 can be transform to the sum 
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 with value 0 or to the sum 
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 with value 1. 
Let it is given the series 
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 Determine its partial sum 
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Definition 4Е.4. The series tend to its sum 
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xX

Î

 if we have the convergence 
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 is the sense of the topology of the space Х.
Рассмотрим теперь operatorы, действующие в linearых topologческих spaceах. Пусть Х и Y есть linearые topologческие spaceа над одним и тем же полем скаляров. Operator, являющийся одновременно гомеоморфизмом topologческих space Х и Y и isomorphismом соответствующих linearых space, is called isomorphismом XE "изоморфизм:линейных топологических пространств"  этих linearых topologческих space. Если существует isomorphism linearых topologческих space Х и Y, то эти spaceа изоморфны XE "пространства:линейные топологические, изоморфны" .
Замечание 4Е.21. Linearые continuousые operatorы оказываются морфизмами в категории linearых topologческих space (seeэтаж 5), т.е. аналогами linearого operatorа в теории linearых space и continuousого operatorа в topologи. Можно ввести также понятие linearого topologческого свойства XE "свойство:линейное топологическое"  setа, свойства, которое сохраняется при isomorphismах linearых topologческих space.

Пусть Х и Y – linearые topologческие space. Особую роль среди space L(X,Y) играет случай 
[image: image27.wmf],
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 соответствующий setу всех linearых continuousых функционалов, оlimitенных на setе Х.
Definition4Е.5. Spaceом Х*, adjoint space XE "пространство:сопряженное"  к linearому topologческому spaceу Х, is called setо всех linearых continuousых функционалов, оlimitенных на Х.

Space Х is called самоadjointым XE "пространство:самосопряженное"  при  Х = Х*  и  рефлексивным XE "пространство:рефлексивное" , если  Х = Х**, где под Х** понимается spaceо, adjoint к Х*. В частности, самоadjointыми являются spaceа действительных и комплексных чисел.

Example 4Е.5. Space 
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. Как отмечалось в блоке В, любой linearый функционал на евклидовом spaceе 
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 представляет собой linearый operator (, действующий из 
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 и характеризуется равенством
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т.е. оlimitяется числами (1, ... , (n. Естественно, этот operator непрерывен. Таким образом, любой элемент spaceа, adjointого с  
[image: image33.wmf]n

¡

, характеризуется n действительными числами, т.е. может быть ассоциирован с n-мерным vectorом. Тем самым евклидово spaceо оказывается самоadjointым.
Замечание 4Е.27. Чрезвычайно важное для приложений set обобщенных функций XE "функция:обобщенная"  (называемых иначе расlimitениями XE "распределение" ), оlimitяется как adjointое к spaceу бесконечно дифференцируемых функций, удовлетворяющих некоторым дополнительным условиям. Характерно, что оба эти spaceа не являются нормируемыми, т.е. их естественная topologя не может быть описана с помощью какой-либо нормы.
Как и в теории linearых space, можно ввести понятие adjointого operatorа. Пусть даны linearые нормированные spaceа Х и Y и operator А(L(X,Y).

Definition4Е.6. Operator A*(L(Y*,X*) is called adjointым XE "оператор:сопряженный"  к А, если справедливо соотношение
у*(Ax)  =  (A*y*) x (x(X, y*(Y*.

В блоке В отмечалось, что произвольный linearый operator, действующий на spaceе 
[image: image34.wmf]n
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, представляет собой квадратную матрицу n-ого порядка. Очевидно, этот operator является continuousым. Соответствующим adjointым operatorом оказывается транспонированная матрица (seeблок В). 
Выше рассматривались linearые operatorы, действующие в linearых topologческих spaceах. При исследовании неlinearых operatorов широко применяется одна из важнейших математических Operation – дифференцирование XE "дифференцирование" . Как известно, функция 
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 is called дифференцируемой в точке 
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называемый производной XE "производная:функции"  функции и обозначаемый через 
[image: image38.wmf]0
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 Очевидно, Definitionпроизводной включает в себя три процедуры: вычисление значения функции, выполнение арифметических Operationй и limitьный переход. Это обстоятельство позволяет ввести понятие производной operatorов, действующих в linearых topologческих spaceах. Пусть Х и Y есть linearые topologческие spaceа, А – operator, действующий из Х в Y.

Definition4Е.7. Operator А is called дифференцируемым по Гато XE "оператор:дифференцируемый по Гато"  в точке 
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 если существует такой linearый continuousый operator 
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 (Gateaux derivative XE "производная:Гато" ), действующий из Х в Y, что при 
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Очевидно, производная operatorа А является элементом spaceа L(X,Y). Таким образом, производная функционала, оlimitенного на linearом topologческом spaceе Х, является linearым continuousым функционалом на Х, т.е. объектом adjointого spaceа Х *. 
Очевидно, для любого linearого continuousого operatorа А справедливо равенство
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Таким образом, linearый continuousый operator дифференцируем по Гато в любой точке, причем его производная совпадает с самим operatorом. 

Замечание 4Е.32. Последний Example говорит о том, что теория дифференцирования – это фактически теория неlinearых operatorов (seeтакже замечание 4Е.35).
Example 4.Е6. Конечномерный случай. При 
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 мы имеем дело с функцией одной переменной. Если рассматриваемый operator А (т.е. функция) дифференцируем в некоторой точке х, то справедливо соотношение
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Таким образом, производная Гато функции одной переменной совпадает с ее обычной производной. При 
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 получаем функцию многих переменных. Для оlimitения ее производной Гато в точке 
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 требуется перейти к limitу в равенстве
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 Если функция дифференцируема по всем своим переменным, то после перехода к limit получаем соотношение
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Правая часть полученного выражения представляет собой скалярное произведение (see заключительная Room) vectorов
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и h. Таким образом, справедливо равенство
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где выражение в круглых скобках обозначает скалярное произведение. Следовательно, производной Гато функции многих переменных оказывается vector, компонентами которого являются совокупность частных производных этой функции в данной точке, т.е. попросту ее градиент. 

Рассмотрим некоторые приложения теории дифференцирования.

Example 4.Е7. Variational problem XE "задача:вариационная" . Пусть требуется минимизировать некоторый функционал I на linearом topologческом spaceе Х. Если в некоторой точке х достигается минимум этого функционала, то справедливо неравенство 
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 где ( – положительное число, а h – произвольный элемент spaceа Х, получаем соотношение 
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. Предположим, что рассматриваемый функционал дифференцируем по Гато в точке х. Тогда, разделив последнее неравенство на число ( и переходя к limitу при 
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 Пусть z есть произвольный элемент spaceа Х. Выбирая в полученном неравенстве в качестве h значения z и -z, установим соотношения 
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 Последнее из них в силу linearости производной может быть записано в виде 
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 В результате получаем равенство 
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[image: image66.wmf]'(),

Ix

 будучи linearым continuousым функционалом на Х (элементом adjointого spaceа Х*), ставит в соответствие произвольному элементу spaceа Х число нуль, т.е. нулевой элемент setа действительных чисел. Тем самым 
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 оказывается нулевым элементом spaceа Х*, т.е. справедливо равенство 
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 в правой части которого стоит не число, а нулевой элемент Х*. Итак, для того чтобы точка х минимизировала функционала I в space Х, необходимо, чтобы производная этого функционала в данной точке обращалась в нуль (точнее, была нулевым элементом соответствующего adjointого spaceа). Полученный результат, называемый условием стационарности XE "условие:стационарности" , является обобщением классического утверждения о том, что необходимым условием минимума функции в некоторой точке является равенство нулю производной этой функции в данной точке. 
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Fig. 4Е.7. Метод Ньютона решения algebraicеских уравнений. 
Замечание 4Е.33. С помощью производной Гато задача минимизации функционала (вариационная задача) сводится к решению уравнению 
[image: image70.wmf]'()0.
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 Естественно, в общем случае эти две задачи не эквивалентны, т.е. не всякое решение указанного уравнения минимизирует функционал общего вида.
Example 4Е.8. Метод Ньютона – Канторовича XE "метод:Ньютона - Канторовича" . Для решения algebraicеского уравнения 
[image: image71.wmf]()0

fx

=

 широко применяется метод Ньютона XE "метод:Ньютона"  или метод касательных XE "метод:касательных" . Он представляет собой итерационный процесс, характеризуемый равенствами (seeFig. 4Е.7):
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С помощью понятия производной operatorа этот результат можно распространить на operatorные уравнения вида 
[image: image73.wmf]0,
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 где А есть некоторый operator, связывающий два linearых topologческих spaceа. Для решения данного уравнения можно воспользоваться методом Ньютона – Канторовича: 
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В правой части последнего соотношения находится operator, inverse к производной operatorа А. Действуя этой производной на левую и правую часть последнего равенства, будем иметь
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Полученное соотношение представляет собой linearое (в силу linearости производной) operatorное уравнение относительно неизвестной величины 
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Room 4Е.4. 
LINEARЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ SPACEА

Definition4Е.8. Функционал ||(|| на setе Х is called the norm  XE "норма" , если выполняются следующие условия:
1) || х || ( 0  (х(Х,  || х || = 0  исключительно при  х = 0;

2) || ( х ||  = |(| || х || 
[image: image77.wmf]a
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, x(X;

3) || х + у ||  (  || х || + || у ||  (х,у(Х.

Setо Х с введенными Operationями и нормой называют linear normalized space XE "пространство:линейное нормированное" .
В linearом нормированном spaceе можно ввести метрику с помощью соотношения 

((х,у) = || х – у || (х, у(Х.

Соответствующая ей topologя согласована с algebraicеской structureой на setе Х, что гарантируется свойствами нормы. Таким образом, linearое нормированное spaceо оказывается linearым topologческим spaceом. При этом под окрестностью нуля можно понимать, наExample, совокупность всех точек, норма которых не превосходит какого-либо фиксированного значения, что соответствует замкнутому шару с центром в нуле. Соответствующие окрестности произвольной точки получаются путем сдвига указанной окрестности нуля (seeпредшествующая Room), т.е. оказываются замкнутыми шарами с центром в этой точке.

Простейшими Exampleами linearых нормированных space над полем действительных чисел являются setа 
[image: image78.wmf]¡

 и 
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 с нормой ||х|| = |х|. В евклидовом spaceе 
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 любое из равенств


[image: image81.wmf]1,...,

1

||||||, 1; ||||max||

n

p

p

pii

in

i

xxpxx

¥

=

=

=³=

å


задает норму. Рассматривается setо 
[image: image82.wmf]p
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 XE "пространство: " 
 sequenceей, суммируемых со степенью р(1, т.е. таких, для которых ряд, составленный из модулей элементов sequenceи, взятых в степени р. На нем можно задать норму с помощью равенства
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В spaceе ограниченных sequenceей 
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 XE "пространство: l("  оlimitяется норма
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На setе C[0,1] continuousых функций на отрезке [0,1] можно задать следующие нормы:
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Spaceо Lp(0,1) XE "пространство:Lp(0,1)"  состоит из функций, измеримых на отрезке [0,1] и интегрируемых там в смысле Лебега со степенью р(1, т.е. удовлетворяющих соотношению
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Норма на нем характеризуется равенством
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Пусть Х и Y есть linearые нормированные spaceа, А – linearый operator, действующий из Х в Y. Говорят, что operator А сохраняет норму XE "оператор:сохраняющий норму" , если справедливо соотношение ||Ax|| = ||x|| для всех х(Х. Если operator А обратим, причем как он сам, так и соответствующий inverse operator сохраняют норму, то его называют isomorphismом linearых нормированных space XE "изоморфизм:линейных нормированных пространств" . При этом сами spaceа считаются  изоморфными XE "пространства:линейные нормированные, изоморфные" .
Room 4Е.5. БАНАХОВЫ SPACEА

При изучении метрических space мы уже отмечали 
чрезвычайную важность свойства полноты. Linearые нормированные spaceа являются метрическими. Следовательно, имеют смысл 
полные linearые нормированные spaceа. В результате приходим к понятию банаховых space, играющих чрезвычайно важную роль в современном анализе. 

Definition4Е.9. Полное linearое нормированное spaceо is called Banach space. XE "пространство:банахово" 
Из рассмотренных ранее linearых нормированных space банаховым не является лишь setо continuousых функций с любой из интегральных норм.

Пусть Х и Y есть linearые нормированные spaceа. Setо L(X,Y) всех linearых continuousых operatorов, действующих из Х в Y, с описанными ранее Operationями является linearым нормированным spaceом с нормой
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Если Y – банахово spaceо, то spaceо L(X,Y) – 
банахово. В частности, таковым будет setо всех linearых 
continuousых функционалов, оlimitенных на linearом нормированном spaceе Х, т.е. adjointое spaceо Х*.
Example 4Е.9. Spaceо l2 XE "пространство:l2" . Любой элемент х из l2 представляет собой суммируемую с квадратом sequenceь {xi}. Это означает, что выполняется условие
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Нетрудно убедиться, что для любой суммируемой с квадратом sequenceи ( = {(i} ряд
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сходится. Отметим, что любому элементу х рассматриваемого spaceо ставится в соответствие число ((х), равное сумме последнего ряда. Следовательно, величина ( однозначно оlimitяет некоторый функционал на l2. Отображение х(((х) linearо. Нетрудно убедиться, что оно continuousо. Таким образом, выражение ((х) действительно является значением linearого continuousого функционала ( в точке х  из l2 . Тем самым spaceо l2 оказывается самоadjointым.
Самоadjointым будет также spaceо L2(0,1). При 1<p<( adjointыми к spaceам 
[image: image93.wmf]p
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 и Lp(0,1) являются соответственно, spaceа lp' и Lp' (0,1), где 1/p + 1/p' = 1. Эти spaceа рефлексивны. Spaceа l( и L((0,1) являются adjointым к l1 и L1(0,1). Все эти spaceа не рефлексивны, как и setо continuousых функций. 
На linearых нормированных spaceах можно оlimitить любые topologческие (и даже метрические!) понятия, в частности, convergence. Естественная topologя (и соответствующая ей convergence), оlimitяемая нормой (т.е. метрикой), is called сильной XE "топология:сильная" . Однако можно ввести и более слабую (seeблок С) topologю, которая приводит к принципиально иному типу сходимости.

Definition4Е.10. Говорят, что sequence {xk}  
слабо сходится XE "сходимость:слабая"   к элементу  х на linearом нормированном spaceе Х, если для любого ((X* имеем место условие ((xk) ( ((x). Соответствующая ей topologя is called  слабой topologей XE "топология:слабая" .

В конечномерном spaceе понятия сильной и слабой 
topologи эквивалентны (в частности, sequenceь сходится слабо тогда и только тогда, когда имеет место соответствующая сильная convergence). В любом spaceе сильная convergence всегда влечет слабую.

Example 4Е.10. Spaceо l2 XE "пространство:l2" . Рассмотрим sequenceь  {xk}, оlimitяемую следующим образом:

x1 = {1,0,0,...}, x2 = {0,1,0,...}, x3 = {0,0,1,...}, ... .

В силу самоadjointости spaceа l2 любой элемент ( из adjointого к нему spaceа принадлежит классу l2, а значит, представляет собой суммируемую с квадратом sequenceь. Для любого элемента у = {уi} справедливо равенство
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В частности, ((xk) = (k. Поскольку ряд, составленный из квадратов (k, сходится, общий член этого ряда при k(( должен стремиться к 
нулю. Если через ( обозначить нулевой элемент spaceа l2, т.е. sequenceь, состоящую из одних нулей, то окажется, что 
((() = 0. Таким образом, справедливо соотношение ((xk) ( ((() для всех (, а значит,  xk((  слабо в l2. Однако из равенства || xk – ( || = 1 следует, что сильная convergence sequenceи {xk} к ( не имеет места. Таким образом, из слабой сходимости sequenceи в бесконечномерном spaceе, вообще говоря, не следует ее сильная convergence. 

Замечание 4Е.53. Неэквивалентность сильной и слабой topologи в бесконечномерных space обозначает водораздел между классическим математическим анализом, изучающим конечномерные объекты, и функциональным анализом, связанным, главным образом, с рассмотрением объектов бесконечномерной природы.

Практическое применение слабой topologи в значительной степени обусловлено теоремой Банаха – Алаоглу XE "теорема:Банаха - Алаоглу" , согласно которой замкнутый ограниченный шар в рефлексивном банаховом spaceе является слабо компактным. Это утверждение широко применяется при доказательстве сходимости sequenceей в бесконечномерных spaceах. 
Замечание 4Е.55. Пусть, наExample, требуется установить convergence некоторой sequenceи {xk} в рефлексивном банаховом spaceе Х. Предположим, что удалось показать, что она ограничена (seeметрическое понятие ограниченности, seeблок С), т.е. существует такая положительная константа с, что имеют место соотношения || xk || ( с, k = 1,2,... . Тем самым рассматриваемая sequenceь принадлежит шару радиуса с с центром в нуле spaceа Х. Этот шар является слабо компактным setом, а значит, из любой sequenceи его элементов можно выделить слабо сходящуюся подsequenceи. Следовательно, из {xk} можно извлечь такую подsequenceь {xs}, что xs(х слабо в Х. Таким образом устанавливается существование (слабого) limitа рассматриваемой sequenceи.
Замечание 4Е.56. Теорема Банаха – Алаоглу обобщает классическую теорему Больцано – Вейерштрасса XE "теорема:Больцано - Вейерштрасса" , согласно которой из любой ограниченной sequenceи можно выделить сходящуюся подsequenceь. Таким образом, ограниченное setо на прямой (в действительности, в любой конечномерном spaceе) является компактным. Вспомним, что в конечномерном случае слабая и сильная topologи совпадают. Таким образом, теорема Больцано – Вейерштрасса является конечномерным вариантом существенно более общей теоремы Банаха – Алаоглу.

Чрезвычайно важным обстоятельством является тот факт, что слабая topologя в любом бесконечномерном spaceе отделима, а значит, любая слабо сходящаяся sequenceь имеет единственный limit. К сожалению, эта topologя не метризуема. Таким образом, банахово spaceо (и вообще, linearое нормированное spaceо), наделенное слабой topologей, не образует linearое метрическое, а, тем более, linearое нормированное spaceо.

Замечание 4Е.58. Невозможность формулировки слабой сходимости на языке какой-либо метрики (тем более, нормы) и отсутствие простых критериев сильной сходимости в бесконечномерных spaceах в значительной степени является оправданием рассмотрения абстрактных topologческих space. Существенно более простой и наглядный аппарат метрических (тем более, нормированных) space, к сожалению, оказывается не достаточным для решения обширного класса прикладных задач. Таким образом, работа с общими topologческими spaceами (в частности, со слабой topologей банаховых space) – это удел не только математика-теоретика, но и математика-прикладника, если только он собирается всерьез решать прикладные задачи, а не довольствуется приближенным решением, получаемым вслепую.

Для работы со слабой convergenceю надо уметь строить adjointые spaceа. Однако имеется класс банаховых space, для которых существует более простой способ описания слабой topologи.
Room 4Е.6. ГИЛЬБЕРТОВЫ SPACEА

Пусть задано linearое spaceо Х над полем действительных чисел.

Definition4Е.11. Отображение, ставящие в соответствие двум vectorам х и у из Х действительное число (х,у), is called scalar product XE "произведение:скалярное" , если справедливы соотношения:
1)  (х,х) ( 0  (х(Х;  (х,х) = 0  исключительно при х = 0; 

2)  (х,у) = (у,х)  (х,у(Х;

3)  (х, (y + (z) = ((x,y) + ((x,z) (x,y,z(X; (,((
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Скалярное произведение в евклидовом spaceе 
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 оlimitяется равенством
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В spaceе l2   может быть введено скалярное произведение
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В spaceах C[0,1] и L2(0,1) XE "пространство:L2(0,1) " скалярное произведение задается интегралом:
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Замечание 4Е.60. Можно убедиться, что в оlimitенных выше скалярных произведениях разница только в мере, по которой осуществляется интегрирование. В частности, сумму можно интерпретировать как интеграл по мере, являющейся суммой мер Дирака, сосредоточенных в различных точках. 
В spaceе со скалярном произведением можно ввести норму с помощью равенства
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Definition4Е.12. Spaceо со скалярным произведением, 
полное в смысле указанной нормы, is called гильбертовым 
spaceом XE "пространство:гильбертово" .

Spaceа 
[image: image101.wmf]n

¡

, l2  и L2(0,1) – гильбертовы, a C[0,1] – нет. Operator А, действующий из гильбертова spaceа Х в гильбертово spaceо Y, is called унитарным XE "оператор:унитарный" , если он сохраняет скалярное произведение, т.е. выполнено соотношение (Ax,Ay) = (x,y) для всех х,у(Х. Если operator А обратим, причем как он сам, так и соответствующий inverse operator унитарны, то его называют isomorphismом гильбертовых space XE "изоморфизм:гильбертовых пространств" . Если существует isomorphism гильбертовых space Х и Y, то эти spaceа изоморфны XE "пространства:гильбертовы, изоморфные" .

Замечание 4Е.66. Унитарный operator сохраняет норму и является морфизмом в категории гильбертовых space. 

Любое сепарабельное гильбертово spaceо изоморфно 
[image: image102.wmf]2
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. Любое n-мерное гильбертово spaceо изоморфно 
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¡

.

Замечание 4Е.67. Указанные результаты могут показаться весьма удивительными, особенно то обстоятельство, что spaceо функций L2(0,1) оказывается изоморфным spaceу sequenceей 
[image: image104.wmf]2

l

. Однако это говорит лишь о том, что все свойства, которые могут быть установлены в рамках теории гильбертовых spaceах (т.е. гильбертовы свойства), у них одинаковы. Вспомним, что любая интегрируемая с квадратом функция однозначно характеризуется sequenceью своих коэффициентов Фурье, которая и принадлежит классу 
[image: image105.wmf]2

l

. Указанные spaceа, естественно, не совпадают. Но их различие может быть установлено не на основе теории гильбертовых spaceах.

Замечание 4Е.68. Любое конечномерное гильбертово spaceо над полем комплексных чисел изоморфно spaceу комплексных vectorов соответствующей размерности, а любое сепарабельное гильбертово spaceо над полем комплексных чисел изоморфно spaceу sequenceей комплексных чисел, суммируемых с квадратом модуля.

По оlimitению любое гильбертово spaceо является 
банаховым. Более того, оно рефлексивно. Кроме того, справедливо теорема Рисса XE "теорема:Рисса" , согласно которой для любого linearого continuousого функционала ( на гильбертовом spaceе Х существует такой элемент ( из Х, что справедливо равенство 
((x) = ((,x) (х(Х,
причем отображение, сопоставляющее элементу ( значение (, является isomorphismом. Согласно теореме Рисса adjointое к гильбертову spaceу с точностью до isomorphismа совпадает с самим spaceом. Отсюда следует, что слабая convergence в гильбертовом spaceе XE "сходимость:слабая, в гильбертовом пространстве"  может быть охарактеризована с помощью скалярного произведения. Так, условие  xk ( х  слабо в Х означает, что
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Следовательно, для описания слабой topologи гильбертова spaceа не требуется переходить к adjointому spaceу, что приводит к существенным техническим упрощениям. 

Гильбертовы spaceа обладают и рядом других чрезвычайно важных свойств (в частности, геометрических), вообще говоря, не характерных для банаховых space общего вида. В этой связи гильбертовы spaceа находят многочисленные приложения во многих направлениях  математики, а также в теоретической физике. Мы ограничимся приведением некоторых сведений, относящихся к теории рядов Фурье.

Семейство S элементов гильбертова spaceа Х is called ортонормированным XE "семейство:ортонормированное" , если скалярное произведение 
[image: image107.wmf](,)
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 равно нулю для любых различных элементов setа S и равно единице при 
[image: image108.wmf].
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 Если S является ортонормированным семейством spaceа  Х и не существует другого ортонормированного семейства на Х, содержащего S в качестве собственного подsetа (т.е. более широкого ортонормированного семейства), то S называют ортонормированным базисом XE "базис:ортонормированный"  (или просто базис) spaceа Х. 
Любое гильбертово spaceо имеет ортонормированный базис. В частности, в spaceе 
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 в качестве базиса можно выбрать vectorы (орты)
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В spaceе 
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В spaceе L2(0,1) можно выбрать следующий базис:
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Бесконечномерное гильбертово spaceо имеет счетный базис тогда и только тогда, когда оно сепарабельно. В частности, таковыми являются spaceа 
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 и L2(0,1). Если 
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 есть базис сепарабельного гильбертово spaceа Х, то число 
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 is called коэффициентом Фурье XE "коэффициент:Фурье"  элемента 
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 относительно данного базиса, а соответствующий ряд 
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 – его рядом Фурье XE "ряд:Фурье" . Указанный ряд Фурье сходится к элементу х. В частности, любая функция, интегрируемая с квадратом, представима в виде ряда Фурье по выше указанному базису (синусам). Конечномерным аналогом этой процедуры является разложение vectorа 
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 по координатным осям (seeFig. 4Е.9):
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Замечание 4Е.71. Возможность разложения функции в ряд Фурье существенно используется, наExample, в методе Фурье XE "метод:Фурье"  для уравнений математической физике. 
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Fig. 4Е.9. Разложение vectorа по координатным осям. 
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